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Bảng ký hiệu

H không gian Hilbert thực

R tập các số thực

∅ tập rỗng

∀x với mọi x

‖.‖ chuẩn cảm sinh từ tích vô hướng

Id toán tử đồng nhất

Fix(T ) tập điểm bất động của toán tử T

T ∗ toán tử liên hợp của toán tử T

PC(x) hình chiếu của x lên C

NC nón chuẩn của tập con lồi C

domf miền hữu dụng của f

∂f dưới vi phân của hàm lồi f

ri(domf) tập các điểm trong tương đối của domf

xn → x0 dãy {xn} hội tụ mạnh về x0

xn ⇀ x0 dãy {xn} hội tụ yếu về x0

L2[a, b] không gian các hàm khả tích bậc 2 trên đoạn [a, b]

L∞ không gian các hàm bị chặn

d(x,C) khoảng cách từ phần tử x đến tập hợp C
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Mở đầu

Các tính chất của hợp và tổ hợp lồi của các toán tử không giãn trung

bình được đề xuất trong bài báo của nhóm hai tác giả: P. Com-Bettes

(trường Đại học Sorbonne Universite’s - UPMC Univ. Pais06) và Isao

Yamada (Học viện công nghệ Tokyo) được nghiên cứu và ứng dụng để

thiết kế các thuật toán điểm bất động mới trong không gian Hilbert.

Kết quả đạt được là một dạng mở rộng thuật toán tách tiến lùi để tìm

không điểm của tổng hai toán tử đơn điệu.

Các toán tử không giãn đã chứng minh ứng dụng của nó trong giải

tích và giải các bài toán số phát sinh trong giải tích phi tuyến tính. Điều

này được giới thiệu trong [4].

Các toán tử trung bình là ổn định với các phép hợp và tổ hợp lồi, các

toán tử này tạo ra những động lực cơ bản trong nhiều thuật toán điểm

bất động kết hợp khác nhau. Các hằng số xác định giá trị của các hàm

số trong phương pháp lặp. Đây là điều quan trọng vì các hằng số này

nó tác động lớn đến tốc độ hội tụ.

Nội dung luận văn đề cập đến các hằng số trung bình của hợp và tổ

hợp lồi các toán tử trung bình và xây dựng lên các thuật toán điểm bất

động mới dựa trên những hằng số này.

Nội dung luận văn được trình bày trong hai chương.

Chương 1: Giới thiệu một số kiến thức cơ bản về không gian Hilbert

thực, toán tử không giãn, toán tử trung bình. Ngoài ra còn trình bày

một số khái niệm và tính chất cơ bản của phép chiếu lên tập đóng lồi
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và dưới vi phân của hàm lồi.

Chương 2: Trình bày về hợp và tổ hợp lồi của các toán tử không giãn,

toán tử trung bình. Đồng thời nêu ra ứng dụng vào thuật toán tìm điểm

bất động và thuật toán tách tiến lùi.
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Chương 1

Toán tử trong không gian Hilbert

Chương này trình bày một số kiến thức cơ bản về không gian Hilbert

và một số khái niệm, định nghĩa của tập lồi, hàm lồi. Đồng thời trình

bày về toán tử không giãn và toán tử không giãn trung bình. Các kiến

thức trong chương được tham khảo trong các tài liệu [1], [2], [3].

1.1 Không gian Hilbert

Định nghĩa 1.1.1 Một tập X được gọi là không gian tuyến tính trên

R nếu với mỗi cặp (x, y) ∈ X ×X, một phần tử của X được gọi là tổng

của x và y trong X, kí hiệu là x+ y; với mỗi α ∈ R và x ∈ X, một phần

tử của X được gọi là tích của α và x trong X, kí hiệu là αx thỏa mãn

các điều kiện sau:

(i) x+ y = y + x với mọi x, y ∈ X;

(ii) (x+ y) + z = x+ (y + z) với mọi x, y, z ∈ X;

(iii) Tồn tại phần tử không (kí hiệu: 0) sao cho: x+0 = 0+x, ∀x ∈ X;

(iv) Với mọi x ∈ X ta có: 1.x = x.1 (1 được gọi là phần tử đơn vị);

(v) Với mọi x ∈ X, tồn tại phần tử đối của x kí hiệu là −x và:

x+ (−x) = 0;

(vi) (α + β)x = αx+ βy, ∀x ∈ X và α, β ∈ R;

(vii) α(βx) = (αβ)x, ∀x ∈ X và α, β ∈ R;
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(viii) α(x+ y) = αx+ αy với mọi x ∈ X và α ∈ R.

Định nghĩa 1.1.2 Cho H là không gian véctơ trên R, tích vô hướng

xác định trong H là một ánh xạ

〈., .〉 : H ×H → R

(x, y) 7→ (x, y)

thỏa mãn các điều kiện sau đây:

(i) (x, y) = (y, x), ∀x, y ∈ H;

(ii) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z), ∀x, y, z ∈ H;

(iii) (αx, y) = α(x, y), ∀x, y ∈ H, α ∈ R;

(iv) (x, x) > 0 khi và chỉ khi x 6= 0 và (x, x) = 0 khi và chỉ khi x = 0.

Nhận xét 1.1.3 Từ Định nghĩa 1.1.2 ta có:

(i) (x, y + z) = (x, y) + (x, z) với mọi x, y, z ∈ H;

(ii) (x, αy) = α(x, y) với mọi x, y ∈ H, α ∈ R.

Định nghĩa 1.1.4 Cặp (H, 〈., .〉), trong đó H là không gian tuyến tính

trên R, 〈., .〉 là tích vô hướng trên H được gọi là không gian tiền Hilbert

thực.

Định lý 1.1.5 (Bất đẳng thức Schwarz) Trong không gian tiền Hilbert

H với mọi x, y ∈ H ta luôn có đẳng thức sau:

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, y〉 . 〈x, y〉 .

Định lý 1.1.6 Không gian tiền Hilbert H là một không gian tuyến tính

định chuẩn với chuẩn được xác định bởi:

‖x‖ =
√
〈x, x〉, ∀x ∈ H.

Định nghĩa 1.1.7 Nếu H là một không gian tiền Hilbert thực và đầy

đủ đối với chuẩn cảm sinh từ tích vô hướng xác định từ Định lý 1.1.6

thì H được gọi là không gian Hilbert thực.
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Ví dụ 1.1.8 Không gian

l2 =

{
x = (xn)n ∈ R :

∞∑
n=1

|xn|2 < +∞

}
là không gian Hilbert với tích vô hướng,

〈x, y〉 =
∞∑
n=1

x
n
yn, x = (xn)n∈N, y = (yn)n ∈ l

2

và chuẩn

‖x‖ =
√
〈x, x〉 =

√√√√ ∞∑
n=1

|xn|2 = (
∞∑
n=1

|xn|2)
1
2

.

Ví dụ 1.1.9 Không gian L2 [a, b] là không gian Hilbert với tích vô hướng

〈x, y〉 =

b∫
a

x(t)y(t)dt,∀x, y ∈ L2 [a, b] ,

và chuẩn

‖x‖ =

 b∫
a

|x(t)|2dt


1
2

.

Định nghĩa 1.1.10 Trong không gian Hilbert H

(i) Dãy {xn}∞n=1 được gọi là hội tụ yếu đến phần tử x ∈ H nếu

lim 〈xn, y〉 = 〈x, y〉 , ∀y ∈ H.

(ii) Dãy {xn}∞n=1 được gọi là hội tụ mạnh đến phần tử x ∈ H nếu

lim ‖xn − x‖ = 0.

Kí hiệu xn ⇀ x chỉ sự hội tụ yếu, xn → x chỉ sự hội tụ mạnh của dãy

{xn} đến phần tử x ∈ H.

Chú ý 1.1.11 :

(i) Trong không gian Hilbert H, hội tụ mạnh kéo theo hội tụ yếu nhưng

điều ngược lại không đúng.


